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In einer friiheren Arbeit jK. Burde, J. Reine Angew. Math. 2931294 (1977), 4181 
formulierte ich Reziprozittitsgesetze fiir kubische und biquadratische Reste als 
Beziehungen in einem Restklassenkorper Z, und leitete aus diesen entsprechende 
komplexe und rationale Reziprozitltsgesetze ab. Die dortigen Ergebnisse werden 
hier in zweierlei Hinsicht verallgemeinert. Zum einen werden jetzt beliebige n-te 
Potenzreste betrachtet, zum andern wird der Restklassenkijrper Z, = GF(p) durch 
ein beliebiges Galoisfeld GF(d) ersetzt. Letzteres gestattet- in der komplexen 
Anwendung-die Behandlung der kompkxen Reziprozitiitsgesetze such in den 
Fallen, in denen Primideale eines Grades f  > 1 auftreten. In 5 1 wird ein 
“Reziprozitiitsgesetz fiir n-te Potenzreste in Galoisfeldern” aufgestellt. Aus diesem 
werden in 52 komplexe und in $3 rationale Reziprozitiitsgesetze gewonnen. Einige, 
fiir das Versttindnis nicht wesentliche Beweise sind in einem Anhang zusam- 
mengestellt, auf den mit-(A.*)-verwiesen wird. 
1. EIN REZIPROZITATSGESETZ IN GALOISFELDERN 
Es sei n > 1 eine natiirliche Zahl, p eine n nicht teilende rationale 
Primzahl und f E N ein “zu n und p gehiiriger Exponent,” d.h. es gelte 
P’= l(n), 1 <nEN. (1.1) 
Das Galoisfeld GF(p’) enthalte also die n-ten Einheitswurzeln bzw. den n-ten 
Kreiskorper iiber Z, = GF(p). 
Wir erklaren den “Eulercharakter modulo pf der Ordnung n” durch 
X&,=X: x(a)= =t.P1)‘nE GF(#); a E GF(p’). (1.2) 
n 
Seine Werte, die “n-ten Potenzrestsymbole module d,” sind n-te 
Einheitswurzeln aus GF(p’). 
1st op: x + xp; x E GF(p’) der kanonische erzeugende Automorphismus 
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der Galoisgruppe einer Erweiterung GF(#)/Z,, so gilt fur jede n-te Wurzel 
a”” eines Elementes a E GF(pf>-in einer Erweiterung GF(p’)- 
of al/” = &” = @f-u/n . (g/n = 
P 
o$a a E GE’@). 
(1.3) 
Das Restsymbol (u/p?,, ist also gerade der Faktor, den eine solche n-te 
Wurzel bei Anwendung von 4 aufnimmt. 
Nun sei q #p eine weitere IZ nicht teilende rationale Primzahl und g ein zu 
n und q gehiiriger Exponent 
qg= l(n), ’ 4fp. (1.1’) 
Aus den Galoisfeldern GF(pf) b zw. GF(qB) wlhlen wir jeweils eine beliebige 
feste primitive n-te Einheitswurzel qn,p bzw. v,,,~ aus und identifizieren diese 
miteinander 
17 ?n,s n,P = = ~?n E GO?, W@). (1.4) 
Dann enthalten beide Galoisfelder dieselben n-ten Einheitswurzeln, nlmlich 
die Potenzen von q,. 
Der Eulercharakter x = x,,,,, ist also in beiden Galoisfeldem erklart, somit 
such die mit ihm gebildeten “Kummer-Summen” (K-Summen) 
K 1 r,s =gqs= c ~‘(4 XV + 1) E GJ’(6h ‘TqP); 
veGF(d) 
r, s E z. (1.5) 
Auf die Indices r, s kommt es offensichtlich nur modulo n an, sie seien stets 
so gemeint. 
Gilt mindestens eine der Kongruenzen r, s, r + s = O(n), so sind die 
zugehlirigen “trivialen K-Summer? direkt berechenbar. Man erhllt ’ 
K,,, = -1; r + s = O(n), r 8 O(n), 
=- 1; r = O(n), s f O(n), 
= -x’(- 1); r f O(n), s 3 O(n), 
4-2; r-s=O(n). 
U-6) 
’ Wenn nicht anders angegeben, gelten solche Formeln stets in GF(#) und GF(qb). Das 
Indexpaar 6, n schreiben wir nur, wenn es zum Verstiindnis notwendig ist. 
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Wir interessieren uns fur die restlichen “nichttrivialen K-Summen” K,,,; r, s, 
r + s f O(n). Auch diese sind als Elemente von GF(fl leicht auszurechnen. 
Es gilt fur’ f = 1-(A. l)- 
f&s=--( (n~~,m) EZ,, m=+; O<r,s<n. (1.7) 
und damit 
X,9 =OEZ,or+s<n; 0 < r,s <n. (1.7’) 
Zwischen den K-Summen bestehen die einfachen Beziehungen-(A.4)- 





Mit einer beliebigen festen primitiven p-ten Einheitswurzel r aus dem p-ten 
Kreiskorper GF(q’) iiber GF(qg) bilden wir zu den Potenzen x’ des 
Eulercharakters xti,, die “Gaul3’schen Summen” (Stickelberger [8]) 
,G, = c x’(v) (S(a”) E GF(q’); rEZ,O#aEGF(pf), (1.9) 
ueGF0 
wobei S die Spurbildung in den Primkiirper Z,, bedeutet. Durch Summations- 
transformation- mit v durchlhft such a.% das GF(p’)-erhiilt man 
aG,=x-‘(a) G,; ,G,= G,. (1.9’) 
Ferner gilt fur die “nichttrivialen GauB’schen Summen” G,; r f O(n) die 
“Betragsformel”3-(A. 13)- 
G,G-,=x’(-1) -p’; r 3k O(n) (1.10) 
und fur die zum “HauptcharakteY3 E =x0 gehorige “triviale GauB’sche 
Summe” 
Go = -1. (1.10’) 
2 Siehe such Burde [Z, $1, (4)] und fiir beliebigesf-was hier nicht beniitigt wird- Burde 
[4, $3, Sat2 15). 
’ Fiir die analog im Komplexen gebildeten Summen ist -,G?,=x*‘(-1) G?, = @ konj.- 
kompl. zu Gf und (1.10) geht iiber in GT @ = IGf 1’ = d. Fiir den Hauptcharakter E =x0 
gelte e(O) =x’(O) = 0’ = 0. 
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Zwischen den nichttrivialen GauD’schen-und K-Summen besteht der 
grundlegende Zusammenhang-(A. 13)-- 
G, - G, =x’(-1)Kr.s . G,,,; r, s, r + s zk O(n), (1.11) 
oder aufgeliist nach der K-Summe (wegen (1.10) ist G,,, # 0) 
K,,s=X’(-l)g E GW); r, s, r + s f O(n). (1.12) 
I+$ 
iiber (1.12) erhiilt man aus (1.10) die “Betragsformel” fur nichttriviale K- 
Summen 
(1.13) 
Mehrfache Anwendung von (1.11) liefert mit (1.6) 
n-2 
G" =x(-l)p' n K,,, E GJ'(q'); G=G,, (1.14) 
S=I 
die n-te Potenz der GauD’schen Summe G = ,G, liegt also bereits in GF(qg). 
Wendet man auf (1.14) den Eulercharakter ty = x48,n an, so erhiilt man 
~(‘3 = wM-1)) . vtp? - w  ( “fi K1.s). (1.15) 
S=l 
Die Reziprozitiit entspringt nun dem Verhalten der linken Seite in (1.15). Mit 
LI = G” E GF(qg) und oix(v) =x(v); x(v) E GF(qg), also nach (1.9) und (1.9’) 
~8&” = 
9 c x(v) (qaS(“) = q6G = x- ‘(qg) - G, 
usGFO 
folgt nach (1.3) 
v(G”) = x- ‘tq”). (1.16) 
Dies ist die eigentliche Reziprozitiitsformel. Setzt man (1.16) in (1.15) ein, 
so erhiilt man das “Reziprozitiitsgesetz fur n-te Potenzreste in Galoisfeldern” 
Die Form dieses Gestzes kann man noch etwas verbessern. indem man die 
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Anzahl-und LT. such die Ordnungen-der beteiligten Restsymbole 
verringert. Mit (1.8’) und x(-l) = 1; n = l(2) wird (1.17) zu 
(s,.(~)~(~l~-l)~z).‘“~‘(~):=l; n~1(2), (1.18) 
(~)~($)~((-~~)n)~2~fl~2(~)~2=1; nr0(2), (1.18’) 
wobei das wegen 
= (qwn+?~-1Mn = (1.18”) 
n 
in p und q symmetrische Vorzeichensymbol in (1.18’) nur fur n = 2(4) von 1 
verschieden sein kann. 
Speziell fur Zweierpotenzen n = 2’; r > 2 la& sich (1.18’) noch weiter 
“verbessern.” Mit 
$K,r-,,,,-s = $K, = s<r (1.19) 
gilt nach (1.12) 
Setzt man dies in (1.18’) ein, so erhalt man wegen 
das “Reziprozitiitsgesetz fur Zweierpotenzen” 
Es empfiehlt sich, die Exponenten f, g in diesen Reziprozitatsgesetzen stets 
minimal zu wlhlen, da die Aussage dann am schiirfsten wird und, wie man 
leicht nachrechnet, die entsprechenden Aussagen bei grofierenf, g enthiilt. 
2. KOMPLEXE REZIPROZITATSGESETZE 
Die Exponenten f, g zu n und p bzw. q seien minimal gewlhlt. Im 
komplexen n-ten Kreiskorper 
QL = a(<“); <” = .p”“. 
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zerfallen dann p und q bekarmtlich in c = &n)lf bzw. I = &z)/g Primideale 
vom Grad f bzw. g 
p = p(1) . . . PC’), Np”’ z 6; j = l,..., c = cp(n)/f, 
q = q(l) (0, Nq’k’ = qg; z = 0)/g. 
(2.1) 
. . . q k = l,..., 
Die Restklassenbereiche modulo pti’ bzw. qfk’ sind also isomorph zu GF(#) 
bzw. GF(qg) und mogen mit diesen identifiziert werden. Mit * sei der 
iibergang von II,, zu r,, bezeichnet 
und mit ’ die Ringhomomorphismen von o, = Z [ 5, J in GF(pf) bzw. GF(qY), 
die auf Z die Restklassenabbildungen modulo p bzw. modulo q sind und v,~ 
in &, iiberfiihren. Genau fur ein Primidealpaar p”‘, qck’, etwa p = p”’ und 
q = q”‘, sind dann ’ gerade die Restklassenabbildungen modulo p bzw. 4.’ 
a’ = a + p E o,/$ = GF(p? 
a’ = a + q E on/q = GF(qB) 
aE’&=Z[&]. (2.2) 
Fur die iiber das Eulerkriterium erkllrten m-ten Potenzrestsymbole modulo p 
bzw. q 
(+),= ($):= (ly*(a’))“m 
(2.3) aE o,,mln 
a E O,, m/n (2.4) 
und xp: x,(a) = x*(a’); a E o, ist der “komplexe Eulercharakter module p der 
Ordnung n.” Die K-Summen K,,, bzw. K, gehen bei Anwendung von * iiber 
in die komplexen K-Summen module p 
‘Die Wahl von q,,,,, qnqq entspricht somit der Auswahl eines-beliebigen-Prim- 
idealpaares p, q aus (2.1). 
12 KLAUS BURDE K;[,s = \’ X*yV)X*yv + 1) = x x~(v)xsp(r f 1) E Qrl, 
I~EGI~(P) I, rxmodp 
(2.5) P’K$ 7 = ,.,~,,~ (;j:yyj:.= #,~dp~~~ ,\w *Y2’. 
Fur die Summen P’KT gilt genauer-(A.12)-- 
-4 * 
( 1 - d 2s flKT E 2, = cqr,s - ri3; s)2 (2.5’) 
und fur s = 2, 3 sogar-(A. 12”)- 
$Kf” E Z, = Q&s - 4%‘); s = 2, 3. (2.5”) 
Durch Anwendung von * werden die Reziprozitatsgesetze (1.18), (1.18’) und 
(1.20) iibergefiihrt in die “komplexen Reziprozitiitsgesetze” 
(T,“(F), ( ‘b”‘nj:” (‘z2 (Fj.;,= 1; n ZOO(~) (2.6') 
mit 
n 
Yp) 1 9 n 
= (-1) (Np-l),n.Wq-IMn =( (-yq)“j ,, (2.6”) 
und 
(2.7) 
Vertauscht man in diesen Reziprozitatsgesetzen die Rollen von p und 4, SO 
erh8;lt man-mit (2.6”)--aus Symmetriegriinden die weiteren kompiexen 
Reziprozitiitsformeln 
), “z* (?!+)I; n 3 l(2), (2.8) 
.,=‘“E2(F)d2; nsO(2) (2.8’) 
REZIPItOZITjiTSGESETZ 73 
und 
= ; r>2. 
21-s+, 2’-*+l 
(2.9) 
Die Betragsformel (1.13) wird fur die hier auftretenden komplexen K- 
Summen-N~*_,,-, = “SE, ist konj.-kompl. zu NKz,-zu 
NxT,, . Nfl,, = NPK,* . ““x: = Np, 
Nx;,, . NR,, = NqK: . NqR$ = Nq. 
(2.10) 
Betrachten wir als Beispiel (2.9) fur r = 2, d.h. 
(2.11) 
Hierin sind p, q Primideale von Cl!(&) = G!(i), also Hauptideale p = (n), 
q = (IC) des G au SC en 0 h Zahlringes Z [i], wobei X, K echtkomplexe oder 
rationale Primelemente von Z[i] sind. (Erstere seien mit ungeradem Realteil 
gewiihlt.) 
p=(a); R = a + ib E Z [i], a z 1(2),b#O,Np=a.iT=p,f= 1, 
=pEZ, O<p=3(4), Np=p’, f =2, 
(2.12) 
4 = (K), tc=c+idEZ[i],c=1(2),d#O,Nq=rcE=q,g=l, 
=qEZ, O<qs3(4), Nq=q’, g=2. 
(2.12’) 
Im Fallf = I ist, wie aus (2.5) und (2.10) 
“Kfp@ = p, I)KT E Z [i] 
folgt, I)KT in Z [i] assoziiert zu n oder ii. Aus (1.7’) ergibt sich mit 
Z, = Z [i]/(n) die Kongruenz 
wegen e& O(K) ist daher PKf zu K assoziiert, genauer gilt-(A.14*)- 
PK; = fn; f=l. (2.13’) 
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Fiir f = 2 erhalt man mit der Summationstransformation v H u,,v = 9’; 
v E GF(p*) wegen VP + 1 = (V + 1)” und p = 3(4) 
d.h. p2KT E Z und nach (2.10) p2Kf2 = p*, somit 
“‘KT = kp = f-n; f=2. 
Entsprechendes gilt fur NqKf, man hat also 
NpK; = fn, NqK; = fu; P = (K), q = (K) 
und mit’ 
(2.13) 
(~),+i) = 1; p=N7rz 1(4),f = 1, 
=(IL)2=(IL)p+1=1; p=3(4), f=2 
erweist sich (2.11) als das komplexe quadratische Reziprozitiitsgesetz im 
GauB’schen Zahlkorper O(i) 
fur verschiedene-echt-komplexe oder rationale- Priemelemente von Z [i] 
(erstere mit ungeradem Realteil). 
Fur das Weitere beschrlnken wir uns auf den Fall f = g = 1, also p, 
q = l(n). Sei p wieder das zu nn = v,,~ gehijrige Primideal aus 0, (vom 
Grad 1) und Z ein Zwischenkdrper 
Die Restriktion der Restklassenabbildung ’ modulo p auf Z bzw. auf den 
Ganzheitsring o, = o, n Z ist genau fiir das unter p liegende Primideal pz 
aus oz Restklassenabbildung. Z enthalte die m-ten Einheitswurzeln fur m/n, 
sodal3 die-tiber das Eulerkriterium erkllten-m-ten Restsymbole moduio 
pz bildbar seien. Dann gilt fiir f = 1 nach (2.4)6 
p&y):; CZEO,, Q,cZ, 
’ Restsymbole ohne Index sind Legendre- bzw. Jacobi-Symbole. 





Betrachten wir nun (2.9) fur r = 3, also n = 23 = 8, und f = g = 1, also p, 
q- l(8): 
(T), (y),= (T), (F)*; Np=pr 1(8),Nq=qr l(8). 
(2.15) 
Oben hatten wir es bereits mit den Quadraten der hierin auftretenden 
biquadratischen Symbole, d.h. mit den entsprechenden quadratischen 
Symbolen zu tun. Nach (2.13) gilt mit den dortigen--echt- 




(I+(+),, (J.$q ,=( 3 4. (2.16) 
Wenden wir uns den quadratischen Symbolen in (2.15) zu. Nach (2.5”) und 
(2.10) gilt 
PKT,“Kj’ E Z, = a(& - 4,‘) = Q(G). 
Da die Primzahlen p, q = l(8) in O!(G) im wesentlichen, d.h. bis auf 
Reihenfolge und Vorzeichen der Faktoren, eindeutig in das Produkt zweier 
Primelemente zerfallen 
p = 71’ . f’, q = K’ . C’; n’, K’ E Q(G), 
hat man nach Obigem etwa 
PKf = fn’, “Kf = f K’, 
und dann wegen 
PKF= ;K* 1.1 = *:K’ f  O(P,,), 
16 KLAUS BURDE 
wie aus (1.7’) mit Z,, = D&I = ozJpz, folgt, aber 7~’ f O(?) 
Pz, = (70, 92, = (K’>* 
Mit (-l/p), = (-l/p) = 1 folgt daraus nach (2.14) 
womit (2.15) die Form 
(2.15’) 
annimmt. 
Nun gilt in Q(G) die Umkehrformel’-(A.15)-- 
1(8),q =K' * it'= 1(8),7f,K'E Q(G). 
(2.17) 
Aus (2.15’) und (2.17) ergibt sich has Eisenstein’ssche biquadratische 
Reziprozitiitsgesetz in Q(i) (Eisenstein [ 51) 
(c),=(t),; h=p= 1(8),NK=q= l(8) (2.18) 
fur den Fall zweier echt-komp. Primelemente rr, K E Z [i]-mit ungeraden 
Realteilen-deren Normen beide E l(8) sind. 
3. RATIONALE REZIPROZITATSGESETZE 
Wir gehen wieder von den $1 hergeleiteten Reziprozitlitsgesetzen aus. Urn 
von diesen zu “rationalen Reziprozitatsgesetzen” zu kommen, beschranken 
wir und auf die “rationalen Restklassenbereiche” Z,, Z,, d.h. auf den Fall 
f = g = 1, und schreiben die auftretenden K-Summen “rational’‘-siehe (3.7) 
und (3.10). Betrachten wir das Reziprozitiitsgesetz fiir Zweierpotenzen 
(1.20), das bei den rationalen Reziprozitatsgesetzen eine besondere Rolle 
spielt. Fur f = g = 1 lautet es 
’ Diese folgt such aus dem allgemeinen quadratischen Reziprozit%tsgesetz in algebraischen 
Zahlk6rpern von Hecke [6,§59]. 
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Mit 
erhllt die Betragsformel (1.13) die Form 
PK, * “KS = p, 4K, * ‘KS = q, (3.3) 
weiter gilt nach (1.7’) 
pK,=OEZp, qK,=OEZq; s > 2. (3.4) 
Wir versuchen nun, die K-Summen pK,; s = 2,3,... rational zu schreiben, was 
sich fur wachsendes s als immer schwieriger herausstellen wird. 
s = 2. FaBt man in der Summendarstellung (3.2) die Summanden *l 
und’ fr4 zusammen, so erhllt man mit q4 = i-(A.14)--- 
PK,=a+ib,P~~=a-ibEZp,Zq 
qK,=c+id,q~2=c-idEZp,Zq 
a, c 3 l(2), (3.5) 
nach (3.3) somit 
p = (a + ib)(u - ib) = u2 + b2 E Z,, Z,, 
q=(c+id)(c-id)=c2+d2EZP,Zq. 
Bei gegebenem p, also such gegebenen a*, b* E Z, kann man nun-nach dem 
Primzahlsatz von Dirichlet-q = l(2’) gr6Ber als a2 + b* wiihlen. Mit einem 
solchen q folgt aus Obigem die exakte Gleichung p = a2 + b2 in Z. 
Entsprechendes gilt fur q 
p = a2 + b2, q = c2 + d2; a, c s l(2). (3.6) 
Diese Quadratsummendarstellungen sind bekanntlich bis auf das Vorzeichen 
von a, b, c, d E Z eindeutig. 
Aus (3.5) und (3.4) folgt c + id = 0 E Z,, also i = -c/d E Zq und damit 
pK2=a-~b=~(ad-bc)EZ, 
PK,=l d (ad - bc) E E,; p=a’+b*, q=c*+d’, a,cr l(2), (3.7) 
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wobei die noch offenen Vorzeichen von a, b, c, d von der Wahl von q4 = i, 
genauer von der Zuordnung von r]d,P zu r4,q abhangen. Dies ist die oben 
gemeinte “rationale Schreibweise” von PK,. 
s= 3. Fafit man in der Summendarstellung (3.2) die Einheitswurzel- 
summanden mit ihren jeweils additiv Inversen zusammen, so erhlilt man mit 
?j+-1 
PK,=~+yy,+zv;+wy;; x, y,z, w E z. 




2 * ‘K, = 2~ -I- (Y + w)(ae f vi>, (3.8) 
entsprechend 
2 * PI& = 2x - (y + w)(q* + vi,. 
Mit (qs + vi)’ = -2 liefert nun (3.3) 
4p = 4x2 + 2(y + w)’ E h,, 
und diese Beziehung gilt, wie man wieder erkennt wenn man q hinreichend 
grol3 wiihlt, sogar in Z. Mit A =x und B = $(y + w) E if-(y + w) mul3 
gerade sein-hat man also fur p die Quadratsummendarstellung 
p=A2 + 2B2; A, BE Z in Z und nach (3.8) PK,=A + B(qa + vi). 
Entsprechendes gilt fur qK, 
‘)K,=A+B(?js+r$EZp,Zq, p=A2+2B2 
qK3=C+D(~8+~;)EZp,Zq,q=C2+2D* 
A, B, C, D E Z (3.9) 
und die hierin auftretenden Quadratsummendarstellungen von p, q = l(8) 
sind bekanntlich bis auf das Vorzeichen von A, B, C, D eindeutig. An Hand 
von (3.9) ist es nun nicht mehr schwer, such PK, rational zu schreiben. Mit 
(3.4) erhiilt man aus (3.9) zuniichst (qs + vi) = -C/D E Z, und dann 
d.h. eine zu (3.7) ganz analoge “rationale Schreibweise” 
pK, = + (AD - BC) E Z,; p=A2+2B2,q=C2+2D2,A,B,C,D~Z, 
(3.10) 
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in der die noch offenen Vorzeichen von A, B, C, D von der Wahl von 
(q,, + 7;) abhiingen. 
An Hand von (3.7) und (3.10) kann man in den Reziprozitiitsgesetzen 
(3.1) die ersten beiden Restsymbole des Produktes rational scbreiben. Fur 
r = 2,3 erhiilt man damit die rationalen Reziprozitiitsgesetze fur 4-te und 8 
te Reste 
p,q= l(4)? (3.11) 
($), (%),( ab;bc)4(AD;BC) = I; p,q= l(8),” (3.12) 
wobei (d/q)., = I; q 3 l(S)-siehe etwa v. Lienen [ 71 (S. 91 in der 
Habilitationsschriftbund-(A. 17), (A. 16)- 
(3.11’) 
benutzt wurde. Fur r = 4 ergibt sich” 
p,q= 1(16) (3.13) 
und zu einer vollstandigen Rationalisierung ist nur noch p& rational zu 
schreiben. 
Die Rationalisierung von “K, hiingt, wie die 
s = 2,3 deutlich machen, eng mit der komplexen 
Q(&s - G’) 
durchgeftihrten Beispiele 
Zerlegung von p in 2, = 
zusammen (und Itit sich such-unter Benutzung der Ergebnisse von 
§ 2-iiber diese Zerlegungen gewinnen). 
Da13 die Rationalisierung von J’K, und PK, verhiiltnismtiig 
liegt nun daran, daf3 die Kiirper Z, = O(i) und Z, = O( 
’ Burde, [ 1, 3); Williams [lo]. 
lo Williams [9]. 
‘I Williams [I 11. 
641/13/l-6 
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quadratisch iiber Q sind. Da 2, = O(<,, - [;i) jedoch den Grad 4 iiber Q 
besitzt, wird die zugehlirige Zerlegung (3.14) und dementsprechend such die 
Rationalisierung von pK, komplizierter. (Siehe hierzu Williams [ 111.) 
Die bislang formulierten rationalen Reziprozitiitsgesetze haben noch einen 
Sch6nheitsfehler. Die in ihnen auftretenden Restsymbole und K-Summen 
sind z.T. abhiingig von der Wahl der Einheitswurzeln v”,~, qn,q, genauer von 
ihrer Zuordnung zueinander durch die Identifikation qn,p = qn,, = fl,, . Fassen 
wir die Reziprozitiitsgesetze des $1 etwa als Beziehungen in GF(qg) auf, so 
bleiben bei der Substitution 
Pj: 4ln.q w 1Jn,q9 z7n.p t+ ?n,pi (j, n)= 1, (3.15) 
welche diese Zuordnung gndert, nur die Restsymbole mit dem “Nenner” qg 
unvertindert, nicht aber die Restsymbole mit dem Nenner p’ sowie die K- 
Summen #sr,, , “!K,. Es gilt vielmehr in GF(qg) 
und Entsprechendes nach (1.19) fiir #KS E GF(qg). 
Invariant gegeniiber der Zuordnung der Einheitswurzel q zueinander ist 
das Symbol (qg/p?, E GF(qg) somit genau nur dann, wenn es gleich f 1 ist. 
Aus Symmetriegriinden wird man diese Forderung such an das reziproke 
Symbol stellen. Nichttriviale “streng rationale Reziprozitiitsgesetze,” in 
denen die Symbole unabhiingig von der Zuordnung der Einheitswurzeln u 
zueinander sind, erhiilt man also nur unter der-symmetrischen- 
Voraussetzung df = g = 1) 
(:)M*=($)ti,= 1, nzO(2). (3.17) 
Dies zeigt, dafi solche streng rationalen Reziprozitiitsgesetze iiberhaupt nur 
fiir Zweierpotenzen sinnvoll sind. 
Unter den zugeharigen Voraussetzungen (3.17) gehen (3.11) in das friiher 
bereits einmal von mir formulierte (Burde [l]), (3.12) und-nach 
Rationalisierung von pK,-(3. 13) in die kiirzlich von Williams [9, 111 
hergeleiteten streng rationalen Reziprozittitsgesetze fiir 4-te, 8-te und 16-te 
Potenzreste iiber, in denen es dann auf die-von der Wahl der Einheits- 
wurzeln q abhiingigen-Vorzeichen der Zerlegungskoeffizienten a, b, c, d 
bzw. A, B, C, D nicht mehr ankommt. Aus den Reziprozitiitsgesetzen des $1 
kann man natiirlich weitere-fiir n # 2’ nicht streng-rationale 
Reziprozitiitsgesetze herleiten, wie etwa das von v. Lienen [7] aufgestellte 
rationale kubische Reziprozittitsgesetz (siehe hierzu Burde [ 31). 
Beweis van (1.7) 
Fiir die K-Summe 
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ANHANG 
EK,,, gilt nach (1.5) und (1.2) fiirf = 1, also p - l(n) 
P-1 
wr,, = c V’JyV + 1y = c 
veb, j=O ( ) 





O<rm+j<2(p- 1); r = I,..., n- l,j=O,...,p- 1 
erhlilt man fiir die innere Summe von (p - 1)-ten Einheitswurzeln 
xv rm+jzp- l=-l~z,; j=(p- l)--rm=(n-r)m, 
vsz; 
=OE z,; sonst. 
Das liefert 
:K,,,=-( (IIsmr,m) EP,; m=+O<r,s<n. (A.1) 
Beweis uon (1.8), (2.5’), (2.5’9, (3.8’) 
Fiir die K-Summe 
K = r,s “E;M x’(v)xYv + 1) = c x’@J>xS(v + 1) 
v~Gf*@l) 
erhlilt man iiber die Summationstransformation: u H l/v 
= “2M x -(r+s)(v)~S(u + 1) = Km(,+,,,s, 
Kr., =K-w+s,.s. 
Anwendung der Summationstransformation: v I+ -(v + 1) liefert 
K r,$ = “.ZW4 XT+ + 1 ))x”(-(v + 1) + 1) 
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Aus (A.2) und (A.3) ergibt sich 
Auljerdem gilt die etwas tiefer liegende Beziehung 
K,,2=~(-4&urtw~ n = O(2). (A.5 1 
Bew.: 
K -1.2 = c x-‘(v)x2(v + l)= c x(v t 2 t v-l). 
UEGF*(df UEGPO 
Wir berechnen, wie oft das Argument v + 2 t v- ’ den-wegen p # 2 
beliebigen-Wert -2~; p E GF(#) annimmt. v + 2 + v- ’ = -2,~ fiihrt auf die 
quadratische Gleichung 
vQ2vfl +p)+ l=O 
mit den Losungen 
V ,,2=-(1 t/4*&ii=kGF*(p'). 
Daraus folgt, dat3 der Wert -2~ genau 
(1 + x”‘W + 2))) 
ma1 angenommen wird. Somit gilt 
K- 1.2 = c (1 + x”’ ‘0101 t 2))) x(-&l 
rreGF(p? 
= d-2) zti x n/2+1wx”2& t 2) ItEzw x(-&l = 0. 
=x(--2) x x J2+ ‘(2,U)x”‘2(2p t 2) 
UEGFO 
=x(-4) c p2+1 01)x”/‘@ + ~)=~(-~)KMz+I,w. 
raGFti 
Aus (A.4) und der Betragsformel (1.13) folgt 
K-,.2 =x(-l)pf * K,:, K,,,+,,~J,=x(-1)6.Kl,t,-,, 
nach (A.5) somit 
K,,,2-1 =x(-4)Kl.i. 644 
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erhalt man wegen 
x(-l)= 1, ;- 1 ( 1 
2 
=$n+l=l(n); n E O(4) 
nach (A.4) 
rJf/*-,K I.,,,-I =Kv-1.1 =K,,n,-,, 
~--1K,,n/2-, =K,,,,z-,; n = O(4). 64.8) 
Aus (A.6) und (A.8) ergibt sich 
214/*-101(--4)K,,1)=~(-4)K1,1; n s O(4). (A-9) 
Nun gilt mit f’(4) = f(2) = 1 und x(-) = 1; n s O(4) 
rw2--1x(-‘4) =x ~*-l(-4) =x3-4), 
also 
und damit 
~~z-1x(-4)=x(-4)~x4(2)= 1, (A.9’) 
rn,2-,K,,, =K,,,; x4(2)= 1, n = O(4). (A.lO) 
Fur n = 8 und p s l(8), also f = 1, erhllt man aus (A.lO) mit :K,,, = pK, 
und x4(2) = (2/p) = 1; p - l(8) 
r3 pK, = pK,, (A. 10’) 
Gehen wir durch Anwendung von *: r,rn E-P <, zum Komplexen iiber, so wird 
aus rj der Automorphismus 
+rJ-+e;; (4 n) = 1 
van Q, und (A.9), (A.lO) gehen iiber in 
~~~-~(X*(-~)KT,,)=X*(--~)KT,I E Q,; n = O(4), (A.9*) 
s$~-,K:,, = KT,, E Q,; ~*~(2) = 1, n = O(4). (A. lo*) 
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Das bedeutet aber, da a(<,, - C& ‘) c Q, der Fixkijrper der von $-, 
erzeugten Untergruppe der Galoisgruppe von Q JO ist, 
x*(-4) q, E w, - <,‘); n = O(4), (A.11) 
KT,,EW,--3; ‘x*4(2) = 1, n = O(4). (A.1 1’) 
Insbesondere hat man 
(A.12) +“@ E 2, = ‘Q(t,, - tz,‘); s > 2, 
“‘Kf E Z, = Q!(C2s - 6;‘); (A.12’) 
Fur s = 2,3 gilt offenbar (2/fl)& = 1, da fur s = 3 entweder f > 1 oder 
‘p E l(8) ist. Das liefert 
dK$ E Z, = a((,, - &‘); s=2,3. (A.12”) 
Bemerkung. Ab n = 16 bzw. s = 4 braucht dies nicht mehr zuzutreffen, 
wie das Beispiel p = 17 mit (-$), = -1 zeigt. Das Restsymbol in (A. 12) ist 
dann notwendig. 
Beweis uon (l.lO), (1.11) (Stickelberger [8]) 
Fur r, s & O(n) hat man nach (1.9) 
G,G,= y 
u,veSF(pr) 
f(n) x”(v) p + u). 
Die Glieder mit fl + v = 0 liefern zu dieser Summe den Beitrag 
XT-1) “sgw x’+“(v). 
Durch 
u=p+v#O ,u = -UT, v = f.r(l + 7) 
ist eine eineindeutige Zuordnung der Paare 01, v); ,u, v, ,u + v # 0 zu den 
Paaren (u, 7); u # 0, 7 # 0, -1 gegeben. Es folgt 
= ..gw X’(7)X”(7 + 1) oEgw XT-l>x”W) P 
=x’WK,,,G,+,~ 
REZlPROZlTjiTSGESETZ 85 
Zusammen mit (1.6) und (1.10’) ergibt das 
6; 
G,G,=f(--1). K G 
I 
r + s = O(n) 
, r, s 8 O(n). (A.13) 
r,s r+s, r + 5 & O(n) 
Beweis uon (2.13’), (3.5) 
Wegen (o/p) = (--v/p); p = l(4) gilt 
somit 
pK, = a + q4 6; (a, 2) = 1, (A. 14) 
PKF=a+ib; (a, 2) = 1. (A.14*) 
Beweis mm (2.17), (3.12’) 
Zwei verschiedene rationale Primzahlen p, q = l(8) zerfallen in CR(G) 
wie folgt in Primfaktoren 
p=n’ .%‘=A= +2B*, n’=A+Bfl; B = O(2), 
q = K’R’ = C= + 2D=, tc’=C+D@; D = O(2). 
Wir wollen die Reziprozitiitsformel 
($),=($), (A.15) 
beweisen. Seien Z,, Z, die Restklassenbereiche modulo 71’ bzw. module K’. 
Dann gilt 
Damit kiinnen wir (A. 15) rational, d.h. mit Legendresymbolen schreiben 
(A. 15’) 
1st B = 2’B’ mit ungeradem B’, so haben wir mit (2/p) = 1 und dem 
Jacobi’schen Reziprozitiitsgesetz 
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also 
(;)=(;)=I; p,q-l(8). 
Damit erhiilt (A.15’) bzw (A.15) die Fbrm 
(AD-/C) 2 1. 
Fiir 2” 11 (AD - BC) erhalten wir mit (2/p) = (2/q) = 1 
(A. 15”) 
(A”,-,““) = ( 2-V;; BC) ) = ( “;Tu;;!,f ;;“) 
(AC + 2BD)* + 2(AD - BC)* = 
2-“(AD - BC) 
Beweis van (3.11’) 




($) = (%); q= l(4). (A.17) 
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